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1 Introducao

O Teorema de Burnside, nos diz que se ¢ é uma representacao irredutivel
de grau n sobre um corpo algebricamente fechado, entdao o conjunto {g¢ |
g € G} gera Endp(M) onde M é o FG—mdédulo associado e portanto contém
n? elementos linearmente independentes. Neste trabalho iremos apresentar
algumas aplicagoes interessantes desse teorema.

Se G é um subgrupo de GL(n, F'), entao a inclusao de G < GL(n, F) é
uma representacao de GG sobre F'. Neste caso, se a representacao ¢ irreduvivel,
entao diremos que G ¢ irredutivel, caso contrario, dizemos que G é redutivel.
Além disso, definimos o expoente de um grupo G como o menor inteiro m
tal que 2™ = 1Vx € G.

2 Aplicacoes

Theorem 1. Seja G um subgrupo irredutivel de GL(n, F') onde F' € um corpo
algebricamente fechado. Suponha que o conjunto {tr(g) | g € G} possui um
numero finito de elementos, digamos m. Entdo G € finito e |G| < m"’

Proof. Seja p a inclusao G — GL(n, F); entao pelo Teorema de Burnside
{gp | g € G} tem no méximo n? elementos linearmente independentes,
digamos {g1,...,gn2}. Tome g € G, denotamos por g;; a entrada (7,j) da
matriz n X n de g e por t; = Tr(g;9). Logo:
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Note que o sistema consiste de n? varidveis gx ;. Como g/s sao linearmente
independentes, o sistema possui Unica solucao, o que determina g comple-
tamente. Desde que tq, ..., t,2 pode ser escolhido de m"’ formas, segue que
|G |<m"™

m

Theorem 2 (Burnside). Seja F' um corpo de caracteristica 0. Entao todo
subgrupo de GL(n, F') de expoente finito € finito. De fato, se G tem expoente
m, entao contém no mdxrimo m™ elementos.

Proof. Como GL(n, F) < GL(n,F), onde F é o corpo algebricamente fechado
de F', podemos supor, sem perda de generalidade que F' é algebricamente
fechado. Provaremos o resultado por inducao em n.

Sen =1, entao G < F* de expoente m. Desde que o niimero de solucoes
da equagao ™ = 1 em F é no maximo m, a ordem de um subgrupo de F*
de expoente m é no maximo m = m"’.

Assuma que o resultado é verdadeiro para subgrupos de GL(r, F') onde
r < n. Entdo, provaremos para os subgrupos de GL(n,F). Seja G um
subgrupo de GL(n, F') de expoente m, onde F' é algebricamente fechado. Se
G é irredutivel, desde que g™ = 1, Vg € G, todo autovalor de g sao raizes
m—ésimas da unidade. Como o trago da matriz é a soma dos seus autovalores,
entao ha m™ possiveis valores para os tracos dos elementos de GG. Segue do
teorema anterior que G tem ordem finita e | G |< (m™)”* = m™.

Se G é redutivel, existe um G-submddulo préoprio nao trivial W de V.
Logo dimW = s < n e dimV/W =t < n. Portanto, podemos considerar
o homomorfirmo p : G — GL(W) dado pela restricao de V' ao subespago
W. Desse modo, (G)p é um subgrupo de GL(W) de expoente no maximo
m. O que, pela hipétese de inducao, (G)p é finito e de ordem até m*’. Seja
Hi=Kerp={Ae€G|A w=uw}, entdao H; <G tal que, pelo Teorema do
Isomorfismo, | G : Hy |[< m*.

Desde que W ¢ invariante pela agao de GG, temos também um homorfismo
Y G — GL(V/W) definido por ¥(A)(v + W) = A.w + W. Pela hipétese
de indugao, (G)¥ tem expoente no maximo m, logo é finito de ordem no
maximo m'’. Definindo Hy = Kere) = {A € G| A-(v+W) = v+ W},
temos que, Hy <G e | G : Hy |[<m”.

Tome H = H, N Hy; como
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[G:H NHy) <[G:H][G: Hy)) =m* " <mEH" = ;.

Segue que G/H tem ordem no maximo m" .
Note que H age trivialmente em W e em V/W. Entao podemos considerar
uma base {wy, ..., ws} de W e completé-la a uma base {vy, ..., v, wy, ..., ws}
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de V. Tomando h € H temos que (v; + W)h = v;h + W = v; + W entao
vih —v; € W, logo v;h = v; + aqwy + ... + a,w,. Logo a matriz h nessa base
¢é dada pela representacao na seguinte forma:

10 ... 0 Q141 - OYpys
0 1 0 Q441 ... OQpyg
00 ... 1 Qg ¢4 e Qigys
00 ... 0 1 e 0
00 ... 0 0 e 1

Portanto, podemos encontrar uma base de V' com respeito a representacao
cujos elementos sao unitriangulares, isto é, sao matrizes triangulares superi-
ores cujas entradas das diagonais sao 1. Desde que F' tem caracteristica 0,
toda matriz unitriangular diferente da identidade tem ordem infinita, o que
contradiz o fato de G ter expoente finito, entao H é trivial e G/H = G tem
ordem no méximo m™'.
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Theorem 3 (Schur). Todo subgrupo de tor¢ao de GL(n,Q) € finito. De fato,
existe uma funcao f: N — N tal que a ordem de todo subgrupo de tor¢ao de
GL(n,Q) € menor ou igual a f(n).

Proof. E suficiente mostrar que existe uma funcao 7 : N — N que limita a
ordem dos elementos (de ordem finita) de GL(n,Q). Entao, pelo Teorema
de Burnside, a ordem de cada subgrupo de torgao de GL(n,Q) é no méximo
f(n) onde f(n) = (r(n))"".

Vamos mostrar que se m é a ordem de um elemento de GL(n,Q), entao
®(m) < n onde ® é a fungao de Euler. De fato, como o conjunto {m € N |
®(m) < k} é finito, isto implica que existe uma funcao tal que m é limitada
por 7(n). O grafico abaixo nos mostra a relagdo dos valores da fungao de
Euler para os 100 primeiros niimeros.
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Usando indugao em n, temos que paran = 1, GL(1,Q) = Q*. Como os
tnicos elementos de ordem finita de Q* sdo {1,—1} e ®(1) = ®(2) =1, o
resultado segue.

Assuma que o resultado é verdadeiro para todo GL(r,Q) com r < n.
Considere o subgrupo G =< x > de GL(n,Q) onde = é um elemento de
ordem m. Pela hipétese de indugao, podemos supor que G é irredutivel,caso
contrario podemos considerar a acao de G num G— submédulo préprio nao
trivial de dimensao menor que n e entao G seria finito. Como G ¢ irredutivel,
Q" é um QG—moddulo simples. Entao Endge(Q™) = D é uma anel de divisao
sobre Q e seu centro Z(D) é um corpo que contém Q e z. De fato, se ¢ € D
e v € Q" entao (va)p = vou.

Desde que x tem ordem m, x é raiz de um polinémio ciclotomico, portanto
irredutivel, W,,(t) de grau ®(m) sobre Q. Entao, existe v € Q™, v # 0 tal
que {v, zv, 2%v, ..., 2®™~1y} sdo linearmente independentes, caso contrario
x seria raiz de um polindémio de grau menor que ®(m). Isto significa que
®(m) < n, o que conclui a prova do teorema. ]
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