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Os resultados aqui apresentados foram retirados do livro A course in theory of groups - Derek
Robinson, [1]. Sendo assim, para detalhes sobre notagao e resultados preliminares utilizados

vide referéncia.

Suponha G um grupo finito, H < G um subgrupo e F' um corpo. Se p: G — GL(V) é
uma F-representagao de G, onde V' é um F'G-médulo, podemos restringir p|,, : H = GL(V)
a fim de obter uma representacao para H. O problema menos trivial surge quando deseja-
se fazer o caminho contrario, isto é, construir uma representacao para GG a partir de uma
representacao de H. Isto conduz ao importante conceito de representagao induzida, dado

por Frobenius.

Suponha H subgrupo de G com indice finito r. Seja p uma F-representacao de H
proveniente de um F'H-médulo a direita M. Procedemos agora com o produto tensorial
sobre FH,

MC .= M ®pg FG,

onde FG é visto como FH-médulo & esquerda. Sendo assim M é apenas um F-médulo.
Contudo, FG é também FG-médulo por multiplicacdo a direita, logo MY é FG-médulo pela
seguinte regra:
(M¢ FG) — MC¢
(a®b, f) —— (a®b)f=a® (bf)



Como o produto tensorial é bilinear a acdo fica bem definida. O médulo M¢ ¢é chamado
médulo induzido de M e a F-representacio proveniente de M é chamada representacao
induzida de p, denotada por p®. Se p tem caracter Y, denotamos por x“ o caracter

induzido, isto é, o caracter de p“.

Passamos agora a andlise da natureza do médulo M. Seja {t;,...,t,} um transversal &
direta de H em G, isto é, um conjunto de representantes das classes laterais a direita de H

em G. Como G = |J, Ht; podemos escrever cada elemento de F'G de forma tnica como
Zuiti, U; € FH
i=1

Consequentemente produzimos em F'G uma decomposicao em FH-médulos: FG =
(FH)t, @ --- @ (FH)t,. Utilizando a distributividade do produto tensorial temos o seguinte
isomorfismo

MC ~M@pg (FH)L) ® - ® M @py (FH)t,)

Em se tratando de produto tensorial temos que a ® ut; = au ® t; para u € F'H, logo
MY ~M@pyt; @ &M Qpyt,

Assim, considerando {ay,...,a,} base de M sobre F, os elementos a; ® t; com i =

1,2,...,n, j=1,2,...,r formam uma base para M sobre F. Logo
degree p© = (degree p) - |G : H| = nr

Agora vejamos como calcular o valor do caracter da representacao induzida.

Teorema 1. Seja G um grupo finito, H um subgrupo de G e F' um corpo cuja caracteristica
nao divide a ordem de H. Se x é um F-caracter de H, o valor do caracter induzido é dado

por

G 1 -1
(9)x =|—H’Z($9x )X

zeG
onde fica subentedido que x € zero em G\ H.
Demonstra¢ao Seja p uma F-representagao de H com caracter x. Escolha {aq, ..., a,} base
do FH-médulo M proveniente da representagao p e considere {ti,...,t,} um transversal a

direita para H em G. Vimos que a; ®t; forma uma base para M. Se g € G, entao t;g = xt;



para algum k e x = t;gt; ' € H. Daf
(ai ® tj)g =a; ® (tjg) =a; ® (l‘tk) = (CLZZ') Xty

Como ((g)pi;) representa a (i, j) entrada da matrix ¢ temos que a imagem de a; pela agao

de = ¢é dada por Y ;" (x)pya,, dai

(a; @ tr)g = (Z(fﬁ)ﬂuaz> Oty =) (@pala®@t) =) (gt )pala @ iy)

=1 =1 =1

Sabendo que as classes laterais formam uma particao de G, dados j e g existe precisamente

um k tal que tjgt,zl € H. Assim, com a convengao de que p; é zero em G\ H, tem-se

(@ @t)g =D > (gt )pala ® t)

1=1 k=1
Isso estabelece que a matriz representando ng possui o valor (t; gt,;l) panaentrada (¢,7 : 1, k).
Logo podemos calcular o caracter x©.

.

(OXC =D (tigt; i = > _(tigt;)x

i=1 j=1 j=1

Note que para z € H, temos

(ztig(2t;) " )x = (2(tigt; )z )x = (tigt; ')x

pois x ¢é funcao de classe, portanto constante nas classes de conjugacao. Sendo assim, ao
tomarmos elementos em G pertencentes a mesma classe lateral estes terao mesmo caracter.

Como cada classe lateral possui |H| elementos, temos

O proximo resultado é utilizado com frequéncia nos calculos de caracteres induzidos.

Teorema 2 (Reciprocidade de Frobenius). Seja G um grupo finito e F' um corpo cuja

caracteristica nao divide a ordem de G. Assuma que H € subgrupo de G e que 1 e x sao



F-caracteres de H e G, respectivamente. Entao

<¢GaX>G = (Y, Xu)y

onde xy denota a restricao de x a H.

Demonstracao Seja |H| =1 e |G| = m, aplicando a forma simétrica bilinear temos:

W% X = Z ()

mGG

= %Z (% Z(y:cyl)w> (x7)x

zeG yeG

= % > yay e x

zeG yelG@

Como x é fungao de classe (z71)x = (yz~'y~1)x, logo

WX = —ZZ yry e(yr Ty )X

yeG zeG

IO

yeG zeG

IOl

zeG
Recorde que convencionamos que 1 se anula em G\ H, logo a soma feita para z € G pode

ser restringida a H, donde obtemos

(W X)e= 7 Z (=" Yxm = (W xm) g

zeH
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