A -Grupos

Teresinha Gouvéa da Silva

Dezembro/2019

1 Introducao

Definicao 1. Uma F-representacao p de um grupo ¢ dita monomial se
p=p1Dps®--- D pr onde cada p; é induzida por uma representacao unidi-
mensional de um subgrupo de G.

Definicao 2. Um grupo finito G é chamado .Z-grupo se, sempre que F é
um corpo algebricamente fechado tal que charF { |G|, toda F-representagao
¢ monomial.

Pelo Teorema de Maschke, temos que G é um .Z-grupo se, e somente se,
todas as representacoes irredutiveis sao monomiais.

Exemplo 1 (Grupos abelianos finitos). Uma vez que as representagoes irre-
dutiveis de um grupo abeliano finito sao unidimensionais.

2 _#-Grupos
O nosso objetivo é conseguir critérios para encontrar exemplos de .Z-grupos.

Teorema 3. Seja G um grupo finito tal que se U IV < G, entdo ou V/U
€ abeliano ou possuit um subgrupo abeliano normal nao-central. Entao G é
M -grupo.

Demonstracao. Demonstraremos o resultado usando indugao em |G|. Se G =
1, entao G é . -grupo.

Seja G um grupo finito, tal que todos os grupos de ordem menor que
satisfazem as hipdteses sao .#-grupos, e M um FG-mddulo simples, onde F
¢ um corpo algebricamente fechado cuja caracteristica nao divide a ordem de
GG. Precisamos mostrar que a representacao correspondente a M ¢é induzida
por uma representagao unidimensional de um subgrupo de G.



Seja p a representacao correspondente a M e considere K = kerp.

Primeiro suponha que K # 1.

G = G/K satisfaz as hipéteses do teorema e, portanto, ¢ um .#-grupo
por hipétese de indugao.

Desde que K age trivialmente em M, M também é FG-médulo.

Entdo existe H < E, um FH-médulo unidimensional N e um FG-
isomorfismo 6 : M — N€.

Temos que FG é FG-médulo & direita (via multiplicacdo a direita) e isso
torna N¢ = N ® ;7 FG um FG-médulo e verifica que 6 é FG-isomorfismo.

Falta verificar que existe F'G-isomorfismo entre N¢ e N = N @pg FG.

Escrevemos H = H/K e note que N é F'H-médulo.

Entao, a ® Kg — a® g é FG-isomorfismo entre N e N¢ e M ~po NC.

Suponha, agora, K = 1, ou seja, que p é fiel.

Podemos supor também que G é nao abeliano. Por hipdtese, existe um
subgrupo de G normal, abeliano e nao-central (considerando V =G e U =1
na hipdtese).

Usando o Teorema 8.4.7 em [1], concluimos que existe um subgrupo
préprio H < G e um FH-médulo simples L tal que M ~pq LC.

H ¢é subgrupo préprio e as hipdteses do teorema sao herdadas por H, logo
podemos aplicar a hipdtese de inducao e concluir que H é .#-grupo.

Portanto, existe T' < H e S um F'T-mddulo unidimensional tal que L Zppy
SH.

Entao, M = L¢ = (SH)¢ = S (isomorfismos entre F'G-mdédulos), desde
que (S ®pr FH) @pyg FG = S @pr FG (tal propriedade é chamada transi-
tividade da indugao).

Logo, G é . -grupo. ]

Teorema 4 (Huppert). Seja G um grupo finito solivel e assuma que G
possua um subgrupo normal N cujos subgrupos de Sylow sejam abelianos e
tal que G/N seja supersolivel. Entao G é M -grupo.

Demonstracao. Primeiramente, podemos assumir que G é nao abeliano.

Subgrupos quocientes de G herdam essas hipoteses, entao em vista do
resultado anterior, é suficiente concluir que GG possui um subgrupo normal
abeliano nao-central.

Suponha, entao, que todo subgrupo abeliano normal de G esta contido
no centro e considere A < G abeliano normal maximal com a propriedade
A<N.

Assumindo A < N, seja B/A um subgrupo minimal normal de G/A. G
é soluvel, logo B/A é abeliano elementar e B nilpotente porque A < Z(G).



Como B < N, todos os subgrupos de Sylow de B sao abelianos; além
disso B ¢é nilpotente, portanto é produto de seus subgrupos de Sylow. Isso
implica que B é abeliano, o que contradiz a maximalidade de A; segue que
A=B=NeN<Z(G).

G /N é supersoluvel, entao existe uma série

N=Gy<Gi<...<G,=G

com fatores ciclicos. G é nao abeliano, entao existe um menor inteiro
positivo tal que G; £ Z(G). Entao G;—; < Z(G) e, porque G;/G; 1 é ciclico,
G; é abeliano. Portanto G; < Z(G), o que contradiz a escolha de i e obtemos
que G possui um grupo abeliano normal nao-central e é .Z-grupo. O

Exemplo 2 (Grupos supersoluveis). Um grupo G supersoluvel finito é .#-
grupo, uma vez que consideremos N = 1 no teorema anterior.
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