RESUMO DE GRUPOS E
REPRESENTACOES

Aula 1 - Série de composicao

Definicao 1.1. Seja G um grupo. Considere a cadeia Gop = G > G; > Gy > -+ >
G = 1 de subgrupos de GG. Dizemos que uma cadeia assim tem comprimento k. Se
G; < G, V1, entao a cadeia é dita normal. Se G; << G;_1, V1, entao a cadeia é dita
subnormal.

Definicao 1.2. Seja G um grupo. Dizemos que a cadeia Hy = G > H; > --- >
H,, =1 é um refinamento da cadeia Gy = G > Gy > --- > Gy, se {Gy,...,Gp} C
{Hy, ..., Hy}. Se ainclusao for propria, entao dizemos refinamento proprio.

Definicao 1.3. Um grupo G ¢é dito simples, se G # 1 e s6 possuir G e 1 como
subgrupos normais.

Definicao 1.4. Uma cadeia subnormal é dita série de composicao, se nao tem
refinamento proprio.

Lema 1.1. Uma cadeia subnormal ¢é série de composicao se, e somente se, todos os
quocientes sao simples.

Definicao 1.5. Seja G um grupo. Assuma Gy = G > Gy > -+ > G = 1 e
Hy=G > Hy > --- > H,, = 1 sao séries subnormais. Dizemos que elas sao séries

equivalentes, se k = m e se existe o € S} tal que Gi_l/Gi = Ha(i)l/Hg(i)'

Aula 2 - Teorema de Jordan-Holder
Lema 2.1. Sejam A, B<1G, com A # Be A, B # G tais que G/A e G/B sao simples.
Butio &y =By npeOp=Vann

Teorema 2.1 (Jordan-Holder). Se um grupo G possui duas séries de composicao,
entao elas sao equivalentes.

Teorema 2.2. Os grupos simples finitos sao conhecidos.

Definicao 2.1. Sejam G grupo e z,y € GG. Definimos o comutador de x e y por
[z,y] = 27y lzy. Definimos também o subgrupo comutador de G como sendo

G'={(lz,y] |,y € G).
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Definicao 2.2. Sejam G um grupos e
racteristico, se a(X) = {a(z) | = €
X lchar G.

G. Dizemos que X é subgrupo ca-

X <
X} , Va € Aut(G) e denotamos por

Lema 2.2. Seja G um grupo. Entdo G’ é subgrupo caracteristico.
Lema 2.3. Assuma que X <Y <G.

1. Se X <epar Y €Y <epar G, entao X <epar G.

2. Se X <epar Y e Y <G, entao X < G.
Lema 2.4.

a) G' < G.

b) G/G/ ¢ abeliano.

c) H <G tal que G/H ¢ abeliano, se, e somente se, G’ C H.

Definicao 2.3. Denote G = G, GV = @', G® = G” e assim por diante. Entao a
série Go =GO =G > GW > G® > . ¢ dita série derivada de G

Lema 2.5. Seja G = Gy > G > -+ > (GG} > ... uma cadeia subnormal tal que
GV@,H é abeliano, Vi > 0. Entao GW < G;, Vi > 1.

Aula 3 - Grupos abelianos elementares e minimais
normais
Lema 3.1. Seja G uma grupo. As seguintes afirmacoes sao equivalentes.

1. Existe uma cadeia normal Go =G > Gy > --- > G = 1.

2. Existe uma cadeia subnormal Gy = G > G; > --- > G, = 1, com GVGz‘H
abeliano, para todo 1.

3. Existe algum r > 1 tal que G") =
Definicao 3.1. Um grupo G é dito solavel, se existe k > 0 tal que GF) =
Teorema 3.1. Se |G| < 100, entdo G ¢é soluvel ou G = As.

Teorema 3.2 (Ore). Se G ¢ um grupo soluvel simples nao abeliano, entdo G' = G =

{[v,y] | z,y € G}.
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Exemplo 3.1. A série derivada de Sy ¢é
Sy>A1>X>1
onde X = ((1,2)(3,4), (1,3)(2,4), (1,4)(2,3)).

Definicao 3.2. Um grupo abeliano G ¢ dito abeliano elementar, se existe um primo
ptalque 2? =1, Vo € GG.

Proposicao 3.1.

- Seja G um grupo finito. Entao G é abeliano elementar se, e somente se, G =
Cp X --- x Cp, para algum p primo.

- Se G=C(C) x --- x Cp, entao G' ¢ um espaco vetorial sobre [F),.

Definigao 3.3. Um subgrupo normal 1 # N < G é minimal normal, se VM < G
tal que M < N, entdo M = 1.

Lema 3.2. Sejam G e K grupos.

1. Se ¢ : G — K é homomorfismo, entdo p(G®) = o(G)W,
2. Se N <G, entio (G/N> _GUN

3. Se G ésoluvel, H < G e N <G, entao H é solivel e G/N é soluvel.

4. Se NG e G/ v sao soltveis, entao G ¢ soltvel.
5. Se |G| = p", com p primo, entdo G é soluavel.

6. Suponha que G possua série de composicao. G é soluvel se, e somente se, 0s
fatores de composicao de G sao ciclicos de ordem p.

7. Se G ¢ solivel finito e N <1 G é minimal normal de G, entao N é abeliano
elementar.

Aula 4 - Subgrupos de Hall

Definigao 4.1. Sejam # C P = {n € No; | n é primo} e m € N. Dizemos que m é
um 7-nimero, se 7 contém todos os primos que dividem m. Dizemos que m é um
7t/-ntimero, se m for um P \ 7m-namero, isto é, se T ndo contém nenhum primo que
divide m.

Exemplo 4.1. 60 é um {2,3,5, 11 }-namero e é um {11, 13, 19}'-ntamero.
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Definigao 4.2. Sejam 7 C P = {n € Ny | n é primo} e G um grupo finito. Dizemos
que G é um m-grupo, se 7 contém todos os primos que dividem |G|. Dizemos que G
é um 7’-grupo, se G for um P\ 7m-grupo, isto é, se 7 ndo contém nenhum primo que

divide |G]|.
Exemplo 4.2.

1. Se m = {p}, entao G é w-grupo, se, e somente se, G ¢ um p-grupo finito.

2. As ¢ um {2,3,5,11}-grupo e é um {11,13, 19} -grupo.

Definicao 4.3. Seja G um grupo finito e p um primo. Um subgrupo P < G é um
p-subgrupo de Sylow, se P é um 7-grupo e [G : P] é um 7’-ntmero, com m = {p}.

Teorema 4.1 (Teorema de Sylow). Seja G um grupo finito.

1. Existe p-subgrupo de Sylow em G, para todo p.
2. Dois tais subgrupos sao conjugados.

3. A quantidade desses subgrupos ¢ congruente a 1 modulo p.

Definicao 4.4. Sejam G um grupo finito e 7 € P. Um subgrupo H < G ¢ dito
m-subgrupo de Hall, se H ¢ um 7-grupo e [G : P] é um 7’-ntmero.
Exemplo 4.3.

1. Seja G = 05 X 54.

(a) Seja ™= {2,3}. Entao Sy = 1 x Sy é um {2, 3}-subgrupo de Hall de G.

(b) Sejam = {2,5}. Se H ¢ um {2, 5}-subgrupo de Hall de G, entao |G : H] ¢é
um 7'-niimero, ou seja, 2,51 [G : H]. Como [G : H] | |G| = 23-3-5, entao
|G : H] = 3, consequentemente, |H| = 40.

(c) Seja m = {3,5}. Pelo mesmo motivo de antes, se H ¢ um {3, 5}-subgrupo
de Hall de G, entao |G : H] = 8, logo |H| = 15.

2. Seja G = A;. Entao G nao possui {3,5}-subgrupo de Hall, pois se tivesse, sua
ele seria um subgrupo ciclico de ordem 15, mas Az nao possui permutacao de
ordem 15.

Lema 4.1 (Argumento de Frattini). Sejam G um grupo finito e N < G. Seja P um
p-subgrupo de Sylow de N. Entdo G = Ng(P)N.

Definicao 4.5. Seja G um grupo e X < G. Um subgrupo Y ¢é dito complemento
de Xem G, seG=XYeXNY =1.

Teorema 4.2 (Teorema de Schur-Zassenhaus (1934)). Seja G um grupo finito e seja
N <1 G tal que mde(|G|, [G : N]) = 1. Entao N tem complemento em G. Além disso,

se N ou G/ v € soluvel, entao dois tais complementos sao conjugados.

Teorema 4.3 (Teorema de Feit-Thompson (1964)). Se G é um grupo de ordem impar,
entao G ¢ soluvel.
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Aula 5 - Teorema de Hall — parte 1

Lema 5.1. Seja G um grupo soluvel de ordem ap”™, onde p é primo e p { a. Assuma
que M é o tnico subgrupo minimal normal de G e |M| = p™. Entdo G possui {p}'-
subgrupo de Hall (ou, alternativamente, G' possui um subgrupo de ordem a ou, ainda,
M possui complemento em G e dois complementos sao conjugados).

Teorema 5.1 (Teorema de Hall). Seja G um grupo finito. Os seguintes sao equiva-
lentes:

- (G é um grupo solavel.
- Existe um m-subgrupo de Hall em G para todo m C P.

Além disso, se G é soluvel, entao os m-subgrupos de Hall sao conjugados.

Aula 6 - Teorema de Hall — parte 2; cadeia central

Lema 6.1. Se G ¢ grupo finito e G possui {p}’-subgrupo de Hall para todo primo p,
entao G é soluvel.

Teorema 6.1 (Burnside (~ 1910)). Se |G| = p}'py?, com py, py primos, entao G é
soluvel.

Observagao 6.1. Existe classificagdo de grupos finitos simples (CGFS), contudo, esse
teorema que foi enunciado por volta de 1980 é extremamente complicado. Pela comple-
xidade de tal teorema, dividiu-se os teoremas acerca de grupos finitos simples naqueles
cuja demonstracao se usa o CGFS e aqueles que nao. Por exemplo, o teorema de
Burnside nao usa CGFS. Os dois teoremas abaixo usam.

- (Conjectura de Schreier) Se G é finito simples, entao Out(G) = AUt(G)/Inn(G)
é soluvel.

- Um grupo finito simples possui um p-subgrupo de Sylow ciclico.

Definigcao 6.1. Seja G um grupo. Seja G7 > Gy > --- > (G uma cadeia normal.
Dizemos que essa cadeia é central, se GVGH—I <Z (G/Gz‘+1>'

Aula 7 - Cadeia central superior e inferior

Lema 7.1. Seja K < H < G, com K JG. Entao [H,G]| < K & H/K < Z (G/K).
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Definicao 7.1. Defina (y(G) = 1 e (1(G) = Z(G). Para i > 2, defina (;+1(G)
como sendo, pelo teorema da correspondéncia, o tnico subgrupo de (;(G), tal que

1@ oy < 2 (G/@(G)>' A cadeia (o(G) < G(G) < -+ < (o(G), para algum

n, ¢ dita cadeia central superior Dizemos também que (;(G) ¢ o i-ésimo centro
de G. Definimos ((G) = U ,((G) e o denominamos hipercentro de G.

Observagao 7.1. Temos que (;(G), ((G) <aar G, logo G(G),(G) <G,

Definigao 7.2. Defina 11(G) = G e 4i:1(G) = [v(G), G]. A cadeia 11(G) > % (G) >
- > Y (G), para algum n, é dita cadeia central inferior.

a , i(G) G
E)zse?\;afao 7.2. Temos que v;(G) <cpar G € /%‘+1(G) ( /%H( )), para
odo i > 1.

Exemplo 7.1.

1. Seja G = Sy, entdao (;(G) = 1, Vi >0, ou seja, a cadeia central superior 86
possui um termo. A cadeia central inferior é G > Ay.

2. Seja G = Dg = (a,b|a® =b*=1¢eab=ba'). Entao a cadeia central superior
¢ igual a cadeia central inferior: 1 < {a') < (a®) < G.

Exercicio 7.1.

1. Se G ¢ abeliano finito e p é primo, entdo {g € G | |g| = p'} é o p-subgrupo de
Sylow de G.

2. Se X, Y 4G, entdo [X,Y] <G.
3. Se X, Y <gar G, entdo [ X, Y] <qar G.
4. Se X, Y 4G, entao [ X, Y] < XNY.

Aula 8 - Grupo Nilpotente

Lema 8.1. Seja G um grupo.

1. Seja G = G > Gy > --- uma série central em G. Entao v,(G) < Gy, para todo
1.

2. Sejal = Hy < Hy < Hy < --- uma série central em G. Entao H; < (;(G), para
todo .

Teorema 8.1. Seja G' um grupo. As seguintes afirmagoes sao equivalentes.

1. Existe algum k tal que ((G) = G.
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2. Existe algum ¢ tal que v,(G) = 1.
3. Existe uma série central G = G; > Gy > - > G, = 1.

Definicao 8.1. Um grupo G é nilpotente se ele satisfaz uma das condicoes do teo-
rema 8.1.

Lema 8.2. Sejam G # 1 um grupo, H < G e N < G. Entao
1. Se GG é nilpotente, entao H e G/N sao nilpotentes.

2. Se G é nilpotente, entao Z(G) # 1.
3. G é nilpotente se, e somente se, G/Z(G) ¢ nilpotente.

4. Se G e H sao nilpotentes, entao G x H é nilpotente.
Corolario 8.1. Se GG é p-grupo finito, entao G ¢é nilpotente.

Corolario 8.2. Se GG; é um p;-grupo finito, com ¢ = 1,...,k, entao G1 X --- X G}, é
nilpotente.

Definigao 8.2. Sejam G um grupo e M < G. Dizemos que M é um subgrupo
maximal, se para todo X < G tal que M < X < G, temos que X = G.

Exercicio 8.1.

1. Assuma que A,B < G, A= (X)e B=(Y),onde X,Y CG. Entao [A, B] =
([z,y] | x € X,y € Y)4B, ou seja, é o menor subgrupo normalizado por AB que
contém [z, y].

2. D, é nilpotente < n = 2* onde D,, é o grupo de simetrias de um n-agono.

3. Nilpotente = soéluvel.

Aula 9 - Subgrupo de Frattini

Lema 9.1. Seja G um grupo nilpotente.
1. Se H < G,entao H < Ng(H)={9g€ G| HY = H}.
2. Se M <yax G, entao M <G e [G: M] = p, onde p é primo.
3. Se1# N JG, entao NN Z(G) # 1.

Teorema 9.1. Um grupo finito é nilpotente se, e somente se, todos os seus subgrupos
de Sylow sao normais. Neste caso, G' é produto direto de seus subgrupos de Sylow.
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Observagao 9.1. Sejam G um grupo e H < G.

1. Dizemos que H é subgrupo nao trivial se H # 1. Neste caso, pode ser que
H=0G.

2. Dizemos que H é subgrupo proprio se H # (. Neste caso, pode ser que
H=1.
Definicao 9.1. Seja G um grupo. Definimos o subgrupo de Frattini como sendo

(I)(G) = Ny<...aM.

—max

Definigao 9.2. Sejam G um grupoe x € G. Se VX C G (X, x) = G implicar que
(X) = G, dizemos que x ¢ nao gerador.

Lema 9.2. Se G ¢ finito, entao ®(G) = {z € G | xé nao gerador}.

Corolario 9.1. Se G ¢ finito, entdo ®(G) é nilpotente.

Teorema 9.2. Se G é p-grupo finito, entdo ®(G) = G'GP, onde G? = {¢” | g € G}.
Exercicio 9.1.

1. Se G é um grupo finito e P é um subgrupo de Sylow de G, entdao Ng(Ng(P)) =
Ng(P).

2. Se G é um grupo e Ny, ..., Nj sdo subgrupos normais de G tais que [N;, N;| = 1
e G=N;...Np, entao G = Ny x --- X N.

3. Se N <G tal que N < &(G), entao CID(G/N) = @(G)/N

Aula 10 - Teorema da base de Burnside e grupo de
Heisenberg

Observacgao 10.1. Seja G um grupo finito abeliano elementar. Entao existe p primo
tal que ¢ = 1,V g € G. Pelo teorema fundamental dos grupos abelianos, G = C), x
-+ X C) (d vezes). Assim, G pode ser considerado um espaco vetorial sobre F,, onde
sea€lF,={0,...,p—1}, entdo ag = g+ --- + g (a vezes). Neste caso, dim G = d.
Se HC Gep:G— G. Entao

- H ¢é subgrupo < H ¢é subespaco.
- p é automorfismo < p é linear invertivel.

Assim, Aut(G) = GL(d,F,) = GL(d,p). Além disso, o conjunto minimal de geradores
¢ base e se X C @ ¢ um sistema minimal de geradores, entdo | X| = dim G = d. Note
que se o grupo nao for abeliano elementar, entao o conjunto minimal de geradores
pode ter tamanhos diferentes como é o caso de Cy X C5 = (a) x (b), pois {a, b} e {ab}
sao conjuntos minimais de geradores.
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Exemplo 10.1. G = Qs = {%1,+i, +j, £k}, Entdo ®(G) = (—1) e G/(I)(G) =
C5 x (5. Assim, dim G/<I>(G) =2eG = (i,j).

Teorema 10.1 (Teorema da Base de Burnside). Seja G um p-grupo finito e seja

X C G um sistema minimal de geradores. Entao |X| = dim G/CI)(G) = log, %

1 a b
Exemplo 10.2. O grupo G = 01 cl]|abcelF } ondeF éum corpo, é dito
001
1 0 b
grupo de Heisenberg sobre F. Temos que G' = Z(G) = 01 0]|beF.
001

Assim, a cadeia central inferior ¢ G > G’ > 1, logo G € nilpotente. Se F = F, é corpo
finito de caracterfstica p, ou seja, ¢ = p?, entdo |G| = ¢> = p3@ & p-grupo e mais G ¢
um p-subgrupo de Sylow de GL(3,q). Além disso, G? < G, logo ®(G) = G'. Assim,

G|

= ¢* = p*, logo dimp G/CID(G) = 2d. Se B ={ay,...,aq} é uma base de I,

|(G))
1 a; O 1 00

sobre I, entao 01 01,01 a4 ¢ um conjunto minimal de geradores de
0 0 1 00 1

Se @ < G(3,q) é um p-subgrupo, entao, pelo teorema de Sylow, um conjugado
QY = X'QX esta contido em G. Assim, existe uma base de F> na qual @ tem forma
triangular superior com 1 na diagonal.

Exercicio 10.1.

1. Se X = {x1,...,x4} ¢ um conjunto minimal de geradores de G, entao temos
que {x19(G),...,24P(G)} é conjunto gerador de G/q)(x).

Aula 11 - Acao de um grupo

Definigao 11.1. Seja  um conjunto. Definimos Sym({2) como sendo o conjunto
{e : Q@ — Q| pébijecao}. Um subgrupo G < Sym(f2) é chamado grupo de
permutacao. Se 2 = {1,...,n}, entdo denotamos Sym(£2) por S,,.

Definigao 11.2. Sejam 2 um conjunto e G um grupo. Dizemos que G age em (2,
Q- G, se existe um fungao ¢ : @ x G — Q, (w, g) — wg tal que

) wlg =w, Yw € Q.

ii) w(gh) = (wg)h, Vw € Q,Vg,h € G.
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Exemplo 11.1.

1. Se G < Sym(£2), entdao G age em Q: se w € Q e g € G, defina a acado como wg.
Note que g : 2 — Q.

2. Sejam V' espaco vetorial sobre F", com F corpo, e G = GL(n,F) = {A €
Msn(F) | det A £ 0}. Entao G age em V: se v € V e g € G defina a acao
como vg, isto ¢, multiplicacao do vetor v com a matriz g.

3. Ainda considerando o exemplo acima, seja P(V) = {(v) | v € V' \ {0}}, onde
(v) = {av | @ € F}. Tal conjunto é dito espago projetivo de V. Nesse
caso G = GL(n,F) age em P(V): se (v) € P(V) e g € G, defina a agao como
(v)g = (vg).

4. Todo grupo age nele mesmo:

(a) segundo a agao definida como sendo a propria operac¢ao do grupo.

(b) segundo a conjugacao, isto é, se w,g € G, entdo a acdo é w’ = g~ wy.
5. Se G égrupoe Q={H | H <G}, entdao G age em Q: (H,g)— HY =g 'Hyg.
6. Se G égrupo, H < GeQ ={Hg| g€ G}, entao G ageem §2: (Hzx, g) — Hzxg.

Observacgao 11.1. Dado uma acao de G em um conjunto €2, wg, podemos definir um
homomorfismo ¢ : G — Sym(€?), fazendo g — wp, = wg. Reciprocamente, dado um
homomorfismo ¢ : G — Sym(Q2), g — wy,, podemos definir uma acao de G em (2,
fazendo wg = we,.

Definicao 11.3. Uma acao de G em () é fiel se o homomorfismo correspondente é
injetivo.

Observacao 11.2. Se a acao é fiel, G pode ser considerado um grupo de permutagoes.

Aula 12 - Orbita e estabilizador

Observagao 12.1. Sejam G grupo e €2 um conjunto. Considere que G age sobre ).
Entao a relacao ~ em (2, definida como

a~f & dgeG ag=0
define uma relacao de equivaléncia.

Definicao 12.1. Seja w € (). Definimos a 6rbita de w, wG, como sendo a classe de
equivaléncia de w segundo a relagao ~, isto ¢, wG = {wg € Q | Vg € G }. Dizemos
que GG é transitivo em (2, se {2 é uma oOrbita. Caso contréario, G é dito intransitivo.
Definimos o estabilizador de w como sendo G, = {g € G | wg = w}.
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Lema 12.1. Sejam 2 G e o, 8 € € tais que existe g € G tal que ag = . Entao
Gs = (Go)? = g 'Gayg.

Exemplo 12.1. Considere V = F" v~ G = GL(n,F), pela multiplicagao do vetor v
com a matriz g, vg. Entao V ¢ intransitivo, pois as orbitas sao {0} e V' \ {0}. Seja

10 ---0
* * o« o e *
v=(1,0,...,0). Entdao G, = S Seja u = (uy,uz,...,u,). Entdo.
pelo lema 12.1 Gy, = ¢~ 'G,g, com g = :f , uma vez que vg = u.

Observagao 12.2. Sejam 2 v\ G transitiva e a € . Entao ker = {g € G | wg =
wVwe N} = NueaGu = Nyea(Ga)? = Coreq(G,) (maior subgrupo normal de G
contido em G,).

Definicao 12.2. Dizemos que 2 v\ G é equivalente a A v\ G, se existe uma
bijecao ¢ : Q@ — A tal que (wg)y = (wyp)g, para todo g € G e para todo w € .

Teorema 12.1 (Teorema de orbita e estabilizador). Sejam €2 v G transitiva e a € €.
Defina um mapa ¢ : Q@ = [G : G|, 8 — {g € G | ag = B}. Entao ¢ esta bem definida
e ¢ uma equivaléncia entre as agoes @ N G e [G: G, ™ G.

Corolario 12.1.

1. Toda acao transitiva de um grupo ¢é equivalente a agao sobre um conjunto de
classes laterais a direita.

2. |Q] = |G : G,]. Em particular, se G e  sao finitos, entao |G| = |G,||€].
Portanto, || | |G|.

Exemplo 12.2. Seja G -~ G, segundo a conjugacao, isto é, (z,g) — g lwg = 9.
A orbita de o é uma classe de conjugacio x¢, o estabilizador de z ¢ G, = Cg(z) e

2% = |G : Og(x)].

Aula 13 - Particao primitiva

Exemplo 13.1. Assuma v\ G transitiva. Seja a € 2 e K < G. Entao K ¢
transitivo (a acado ¢ transitiva restrita a K) & G, K = G.

Definigao 13.1. Sejam 2 v G transitiva e P = {Aq,...,A,,} uma parti¢ao de €Q.
Dizemos que P ¢é preservada por G, se A;g = A;, para todo g € G e para todo
A; € P. Neste caso, dizemos que a particao é GG-invariante. Se as tnicas particoes
G-invariantes sao {2} e {{a} | @ € Q}, entdo dizemos que G ¢é primitivo. Caso
contrario, G é dito imprimitivo.
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Exemplo 13.2.
e Sejam G = Dye Q=1{1,2,3,4}. Entdo D4 é imprimitivo.
o Sejam GL(n,F),n > 2eF # Fy, ¢ Q =F"\{0}. Entao GL(n,F) ¢ imprimitivos.
e Sejam S,, A, e Q={1,...,n}. Entdao S, e A, sdo primitivos.

e Sejam SL(n,F), GL(n,F) e Q = {{v) | v € F*"\ {0}}. Entao SL(n,F) e
GL(n,F) sao primitivos.

Definicao 13.2. Seja 2 v\ G. Dizemos que G ¢é 2-transitivo em (2, se para todo
a,3,7,0 € Q tal que a # B ey # J, existe g € G tal que ag =y e g = 6.

Exercicio 13.1.

1. Seja G um grupo com |G| > 2. Mostre que G tem pelo menos 3 6rbitas em G
com acao de conjugacao.

2. Sejam € G transitiva e P = {Aq,...,A,,} G-invariante. Mostre que
(a) Al = Al
(b

)

) P\ G transitiva.

(c) Considere Ga, (estabilizador de A; em P). Entao G, ¢ transitivo em A;.
)

(d) Se G é 2-transitivo em €, entdo G é primitivo em §.

Aula 14 - Classes de conjugacao de S,

Teorema 14.1. Sejam 2\ G transitiva e o € ). Entao G ¢é primitivo & G, ¢é
subgrupo maximal em G.

Exemplo 14.1.
e Seja 2 ={1,2,...,n} ~nG =S5,. Entao G,, = 5,1 <max Sn-
e Seja Q2 ={1,2,....,n} "G =A,. Entao G, = A,_1 <pax An.
e Sejam Q = {(v) |v e F"\ {0}} » G = GL(n,F) ev ={(1,0,...,0)). Entao
G, = {A: <O‘ v |a€IF* e detA;«éO} Cax GL(n, F).

*
Definigao 14.1. Seja Q) = {1,...,n},n > 3. Considere G = S,, e ®,, € Q[xy, ..., x,],
definido como ®,, = H¢<j(xi — ;). Se g € Sy, defina ®,9 = H@q(fig — x;,). Entao
b9 = £, logo G age em A = {d,,—d,}. O estabilizador de ¢, é o grupo
alternado, A,
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Exemplo 14.2.

1. Classes de conjugacao de .Ss.

Classe 1 (172) (17273) (1727 37 4) (172)(37 4) (17273)(47 5) (1727 37 47 5)
Quantidade | 1| 10 20 30 15 20 24
2. Classes de conjugacao de As.
Classe 1{(1,2,3)(1,2)(3,4) | (1,2,3,4,5) | (1,5,4,3,2)
Quantidade | 1 20 15 12 12

Observagao 14.1. A é simples.
Exercicio 14.1.

1. Assuma que C é uma classe de conjugacao de S,, contida em A,. Entao uma
das seguintes afirmagoes é valida:

- C é uma classe de A,,.

- C = C1UCy, onde O, Cy sdo classes de A,,, com |Cy| = |Cy| e Cy =
g < 01}

{97

A segunda condicao acima ocorre se, e somente se, um representante de C' é
produto de ciclos disjuntos de comprimentos impares 2 a 2 distintos.

Aula 15 - Simplicidade de A,, e lema de Iwasawa

Teorema 15.1. Seja n > 5. Entao A, é simples.

Definicao 15.1. Sejam F um corpo, GL(n,F) = {A € Mat,,(F) | det A # 0},
SL(n,F) = {A € GL(n,F) | det A = 1}. Seja P(V) = {{(v) | v € V \ {0}}.
Note que GL(n,F) e SL(n,F) agem primitivamente em P(V). O nicleo da agao
P(V) ~ GL(n,F) ¢ Z = {\I | A € F*} e o nicleo da agao P(V) «~ SL(n,F)
¢ ZNSL(n,F) = {\ | \ = 1}. Dessa forma, definimos o grupo linear geral

projetivo como
PGL(n,F) = GCLn.F)
Definimos também o grupo linear especial projetivo como

SL(n, ]F)/

PSL(n,F) = Z N SL(n,F)

Lema 15.1 (Lema de Iwasawa). Assuma que €2 v\~ G primitivamente e que:

1. G é perfeito, isto ¢, G' = G;
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2. G, contém um subgrupo normal abeliano A tal que (A9 | g € G) = G.

Suponha também que K é o nicleo da acao de GG em ). Entao G/ T € simples.
Exercicio 15.1.

1. Prove que o nucleo da agao P(V) «~ GL(n,F), Z, é o centro do grupo GL(n, F),
Z(G(n,F)) e que o nucleo da acao P(V') » SL(n,F), ZNSL(n,F) ¢ Z SL(n,F).

2. Prove que se n = 1, entao PSL(1,F) = 1 e que PSL(2,2) e PSL(2,3) sao

soluveis.

3. Prove que

Aula 16 - Simplicidade de PSL(n,[F)

Teorema 16.1. Se n > 2 e (|n], [F|) # (2,2) ou (2,3), entdo PSL(n,F) é simples.

Aula 17 - Grupos classicos

Definicao 17.1. Sejam F um corpo com charlF # 2, V = F" espaco vetorial e
o € AutF. Considere a fung¢ao (+,+) : V xV — F.

1. (-,+) é dita forma o-sesquilinear se Va,5 € F e Vu,v,€ V, vale

(a) (au+ pv,w) = a(u,w) + B(v,w).
(b) (u,av + pw) = ac(u,v) + fo(u,w).

2. (+,+) ¢é dita forma o-hermitiana se Vu,v, € V| vale (u,v) = (v,u)o.
3. (+,+) é dita forma bilinear se ela ¢ id-sesquilinear.

4. (-,-) é dita forma simplética se Vv € V| vale (v,v) = 0.
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5. (+,+) ¢ dita forma simétrica se Vu,v € V| vale (u,v) = (v, u).
6. (+,+) ¢ dita forma antissimétrica se Vu,v € V| vale (u,v) = —(v, u).
7. (+,)

(+,+) ¢ dita forma nao degeneradase 0 = {v € V| (v,u) =0,VueV} =
{veV](uv)=0,YueV}.

Observagao 17.1.
- (+,+) simplética = (-, +) antissimétrica.
- Se char F # 2, entao (-, +) antissimétrica = (-, -) simplética.

Observagao 17.2. Assuma que (+,+) é forma o-hermitiana nao nula e seja ¢ € F tal
que ¢ = (u,v), para algum u,v € V. Entao

co? = (u,v)o0 = (v,u)o = (u,v) = ¢

Logo 0? = id. Daf, ¢ = id ou |o| = 2.
Exemplo 17.1. Exemplos de forma o-hermitiana.

1. F = C, o conjugagao complexa, isto ¢, o(a) = @ e (+,+) o produto interno em
C? ou Sejaa ((&17 SR Oén), (517 SR 7@71)) = 05161 +ooee T+ Oénﬁn-

2. Considere uma extensao de Galois |F : K| = 2 e tome o € Gal(F : K) \ {id}.
3. F=F, com ¢ = ¢;. Tome o :F, — F,, z+ zP.

Definigao 17.2. Seja (+,+) : V. xV — F, com V = F". Se (-,-) satisfaz uma das
seguintes condicoes abaixo, ela é dita forma classica.

1. Ser forma nula, isto é, (u,v) =0, Vu,v € V.
2. Ser simplética nao degenerada.
3. Ser o-hermitiana nao degenerada com |o| = 2.
4. Ser simétrica nao degenerada.
Exemplo 17.2. Exemplos de formas cléssicas.
1. Seja V =T". Considere A = (a;j)nxn a matriz nula. Entao (v,u) = vAu'.

2. Seja V = F". Considere A = (a;j)nx, invertivel e antissimétrica (isto ¢, A" =
—A). Entao (v,u) = vAu'.

3. Seja V' =F". Considere A = (a;;)nxn invertivel tal que A" = Ao, com o € AutF
com |o| = 2. Entao (v,u) = vA(uo)’.
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4. Seja V' = F". Considere A = (a;;)nx, invertivel e simétrica (isto é, A" = A).
Entéo (v, u) = vAu'.

Definigao 17.3. Seja (+,+) : V x V — F, com V = F" uma forma cléassica. Dizemos
que g € GL(n,F) é isometria se (ug,vg) = (u,v), Vu,v € V. Seg € SL(n,F), entao
dizemos que g é isometria especial. Definimos também os seguintes conjuntos.

- G(n,F) ={g € GL(n,F) | g é isometria}.

S(n,F)=G(n,F)nSL(n,F).
Z={M|XeF}=Z(GL(n,F)).

PG(n.F) = “FLy 0 n, By

- PS(n.F) =5 F)y o gy
Particularmente, definimos

1. Para a forma nula:

G(n,F) = GL(n,F).
S(n,F) = SL(n,F).
PG(n,F) = PGL(n,F).
PS(n,F) = PSL(n,F).

2. Para a forma simplética nao degenerada:

- G(n,F) = S(n,F) = S,(n,F).
- PG(n,F) = PS(n,F) = PS,(n,F).

Tais grupos sao ditos grupos simpléticos.

3. Para a forma o-hermitiana nao degenerada:

G(n,F) = GU(n,F).
S(n,F)=SU(n,F).
PG(n,F) = PGU(n,F).
PS(n,F)= PSU(n,F).

Tais grupos sao ditos grupos unitarios.
4. Para a forma simétrica nao degenerada:

~ G(n,F) = GO(n,F).
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- S(n,F) = S0(n,F).
- PG(n,F) = PGO(n,F).
- PS(n,F) = PSO(n,F).

Tais grupos sao ditos grupos ortogonais.

Observagao 17.3. Se F = F,, entdo escrevemos GL(n,F) como GL(n,q). O mesmo
se faz com todos os grupos acima.

Teorema 17.1.
1. PSL(n,q) é simples, se n > 2 ¢ (n,q) # (2,2),(2,3).
2. PS,(n,q) ésimples, se n > 2 e (n,q) # (2,2),(2,3),(4,2).
3. PSU(n,q) é simples, se n > 2 e (n,q) # (2,4),(2,9), (3,4).

4. Defina PQ(n,q) = PSO(n,q)’. Se n > 5 e q impar, entao P$(n,q) é simples.

Aula 18 - Grupos livres

Definicao 18.1. Sejam X, Y conjuntos disjuntos, onde existe uma bijecao ¢ : X — Y.
Denotamos Y por X! e p(z) = z7!. Denotamos também ¢ (z71) = (z71)7,
ou seja, (1)1 = 2. Se x1,x9,...,7, € X U X! entdo a expressiao r1xs. .. Ty
¢ dita palavra em X. Se uma palavra xizs ...z nao possui uma subpalavra da
forma zz~! ou 7'z, com = € X, entdo ela é dita palavra reduzida em X. Seja
Fx o conjunto das palavras reduzidas em X. Considere wy,ws € Fx, com w; =
1T« Tp@myl - - Tk © W2 = YeYk—1 -+ - Y1Yk+1 - - - Y1, Onde 3,y € X U X,
Yi = x;llﬂ-, Vie{l,...,k}, e ypy1 # x,}. Assim, definimos uma operacio, -, em Fy
fazendo wy - wy = 1 ... Ty Y1 - - - Ykl

Teorema 18.1. (F,-) ¢ um grupo.
Definicao 18.2. F'x ¢ o grupo livre em X.
Observacao 18.1.

- Fy=1.

- Se |X| > 1, entao Fx é infinito.

- Se | X| > 2, entao Fx é nao abeliano.
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Teorema 18.2 (Propriedade universal). Sejam X um conjunto, G um grupo e ¢ :

X — G um mapa. Entao existe um dnico homomorfismo ¢ : Fx — G tal que

vx = ¢

X =G

m—):L'j 9;;
Fx

Corolario 18.1. Assuma que GG é um grupo gerado por X C (. Entao existe um
homomorfismo sobrejetivo ¢ : Fxy — G, logo, G = FX/kerwv ou seja, todo grupo é
quociente de algum grupo livre.

Definigao 18.3. Seja X um conjunto e considere Y C Fy. Denote por (Y')¥* o menor
subgrupo normal de Fx que contém Y. Seja G = FX/<Y>FX. A expressao (X |Y) é
uma apresentacao para o grupo G.

Exemplo 18.1. {a,b | a™, b? abab) é uma apresentacio para D,,.

Aula 19 - Representacoes lineares

Definicao 19.1. Sejam GG um grupo e V' um F-espaco vetorial de dimensao finita. Um
representacao linear de G ¢ um homomorfismo de G para GL(V). Um F-espaco
vetorial V' é dito um G-méddulo, se estd dado um mapa V. x G — V., (v, g) — vg tal
que, para todo o, 8 € F,v,w € V, g € G:

i) vl =wv;
i) (vg)h = v(gh);
iii) (av+ fw)g = alvg) + B(wg).

Observacao 19.1. Existe uma correspondéncia biunivoca entre representagao linear
e G-modulo.

Definigao 19.2. Uma representacio ¢ : G — GL(V) ¢ fiel, se ker p = 1.

Observagao 19.2. Dada ¢ : G — GL(V') uma representacao de G e fixada B uma
base de V', entao, uma vez que GL(V') = G L(n,F), podemos considerar o homomor-
fismo de G para GL(n,TF), que leva g € G na matriz da aplicacao gy.

Exemplo 19.1.

1. Se G < S,V = {ey,...,e,) espaco vetorial sobre F, entdo V é um G-modulo
pela acao e;g = e;4, chamado médulo permutacional. A representacao cor-
respondente é dita representagcao permutacional. Tal representacao é fiel
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2. Se G = D, = {a,b | a",b? baba), V = R? entdao ¢ : G — GL(V) tal que
a — Rot(%8), b — Ref(r) ¢ uma representacao linear. Tal representacao ¢ fiel.

27 21
: cos =& sen =* -1 0
Vendo como matriz, a — ( Ny 2?;) ebr < )

—sen & cos <& 0 1
n n

3. Se G é um grupo qualquer e V' um espago vetorial arbitrario, entao ¢ : G —

GL(V), g — id, é representacao linear de G. Se |G| > 2, entao tal representacao
nao ¢ fiel.

Definicao 19.3. Sejam Vi, Vo G-modulos sobre F. Uma aplicacao linear ¢ : V3 — Vi é
dita homomorfismo de G-médulo (ou G-homomorfismo), se (vp)g = (vg)p, para
todov € V},g9 € G.

Definicao 19.4. Sejam V um G-moédulo e U < V' um subespago. Dizemos que U é
um G-submédulo, U <5V, ,seug e U,VueU,geG.

Exemplo 19.2.
1. {0} e V sdo G-moddulos.

2. Sejam G = S, eV = (ey,...,e,), entdo U = (e; + -+ e3) e W = {age; +
vt ape, | Yo a; = 0} sdo G-submodulos e dimU =1 e dimW =n — 1. Se
charIF = 0, entao V = U @& W. Além disso, eles sao os tinicos G-submodulos.

Exercicio 19.1.

1. Se ¢ : Vi = V5 é G-homomorfismo, entao ker p <5 Vi e Imp <5 V5.

Aula 20 - Teorema de Maschke

Definigao 20.1. Um G-modulo V' é simples ou irredutivel, se {0} e V' sao todos
os submodulos de V.

Exemplo 20.1.
a) F ¢ um G modulo redutivel.
b) A representagao permutacional é redutivel.

Definicao 20.2. Um G-moédulo V' é completamente redutivel, se V = VG- - BV},
onde V; sao G-modulos simples.

Exemplo 20.2. Sejam G = Cy = (g), V = F3 = (e1,e2). Entao V ¢ redutivel, mas
nao é completamente redutivel.
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Definicao 20.3. Sejam G um grupo e F um corpo. Definimos a algebra de grupo
como sendo FG = {d> a,9 | ay € F, g € G}, onde (> ay9)(>_ Brh) = > aybngh.

Note que FG é um espaco vetorial com base G.
Observagao 20.1.

- Existe uma correspondéncia biunivoca entre representacao de GG e representacao
de FG.

- Os G-submodulos de FG sao ideais a direita. Além disso, se U C FG ¢é ideal a
direita, entao IF‘G/U ¢ G-submodulo.
- Se V é G-modulo e U < V, entao V/U ¢ um G-modulo.

Teorema 20.1 (Teorema de Maschke). Seja G um grupo finito e F um corpo. As
sequintes afirmacoes sao equivalentes.

1. Todo FG-moédulo de dimensao finita é completamente redutivel.

2. charF 1 |G|.

Aula 21 - Lema de Schur

Teorema 21.1 (Lema de Schur). Sejam V, U G-mddulos simples e seja o : V' — U um
G-homomorfismo (« é transformagao linear tal que (va)g = (vg)a, Vg € G,v € V).
Entao o = 0 ou « é invertivel (bijecao).

Corolario 21.1. Sejam G um grupo e V um G-moédulo simples de dimensao finita
sobre I algebricamente fechado. Seja a € End(V'). Entdo a = \id, onde A € F. Em
particular, End(V) = F.

Corolario 21.2. Sejam V um G-moédulo simples de dimensao finita e seja p : G —
GL(V) sua representacao correspondente. Entdo Z(G)p < {Aid | A € F*}. Em
outros termos, se g € Z(G), entao existe A\, € F* tal que vg = \jv.

Corolario 21.3. Se GG é abeliano e V' é um G-moédulo simples de dimensao finita sobre
[ algebricamente fechado, entao dim V' = 1.

Exemplo 21.1. Considere G = Cy = (g), V = R* e vg = vRot(5) (ou seja, g —

<_01 (1)> ). Entao V é simples e dim V' = 2.
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Exemplo 21.2. Sejam & # 1 tal que £€° = 1 e F um corpo tal que £ € F. Sejam

€0 0 0 0100
lo g o o oo 10
A=10 0 ¢ o B=100 01

00 0 & 1000

Entdao A” = B'AB = A?, ou seja, (B) normaliza (A). Assim, podemos considerar
G=(A)(B)={A'B|i=0,...,4ej=0,...,3}. Note que |G| = 20. Sejam N =
(A) A G eV =TF% Entdo V é um G-modulo irredutivel. Porém, V' como N-modulo
é redutivel, com V =V, & Vo & V3 V), onde V; = (e;) e e; é a i-ésima base canonica
de 1. Além disso, B induz uma permutacao no conjunto X = {Vy, Vs, V3, V4 }.

Aula 22 - Teorema de Clifford

Definicao 22.1. Sejam G um grupo e V um G-moédulo. A cadeia de G-modulos
V=VW>Vi>V,>--->V, >V =0 ¢é dita série de composigao se VV‘/z'—H é
simples, para todo 1.

Teorema 22.1 (Jordan-Holder). Seja V' G-modulo de dimensao finita simples. Entao
existe uma série de composicao em V. Além disso, se V=Vg>Vi > Vo> - >V, >
Vier =0e U =Uy>U; >Uy > -+ > U, > Uy = 0 sao séries de composicao,
entao k = m e existe m € S, tal que VV\/;H = UiVU_

Observacao 22.1. Se charF {1 |G| e V =V > Vi > Vo> - >V > Vi =068
série de composicao, entao, por Maschke, V = Uy @ - - - @ Uy, onde U; = VV‘/;H.

Teorema 22.2 (Clifford). Sejam V um G-moédulo simples de dimenséo finita, N <G
e U <y V simples. Entao

1. V=3 ,UgeV é&N-completamente redutivel.

2. Sejam Iy, Io, ..., I tipos de isomorfismos de N-modulos simples de V' e consi-
dere, para todo i, V; => W, onde W <y VeW = [;. Entao V=V, &®---dVj

3. G age transitivamente em {V3,..., Vi }.

4. Gy, ¢ irredutivel em V;.
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Aula 23 - Caracter de uma representacao

Definicao 23.1. Sejam V um espago vetorial e T € End(V). Dizemos que T é
diagonalizavel, se existe uma base B de V' tal que [T]p é diagonal.

Observacgao 23.1. As seguintes afirmagoes sao equivalentes.
1. T é diagonalizavel.
2. V possui uma base formada por autovetores de 7.
3. Se [F ¢ algebricamente fechado, entao os blocos de Jordan tém dimensao 1.
4. As raizes do polinomio minimal de 7" sao distintas, sobre o fecho algébrico.

Lema 23.1. Seja X uma matriz complexa de ordem finita n. Entao X é diagonalizavel
e os autovetores de X sao n-ésima raizes da unidade.

Definicao 23.2. Seja p : G — GL(V). Fixada uma base B de V, definimos o
caracter de p como sendo a funcdo x = x, : G = F, g — tr[gp]s.

Observagao 23.2. Se B’ é outra base de V', entao [gp|p e [gp|p sdo conjugadas. Dai
x independe da base.

Lema 23.2. Sejam F corpo, p : G — GL(V') representacao e x caracter de p. Entao:
. x(1) =dim V.
2. x € constante nas classes de conjugacao de G.
3. Se F =C, entdo x(g~') = x(g).

Exemplo 23.1. Sejam G = (3 = (g) e F = C. Entao as representacoes irredutiveis
de G sao pj : G — GL(V), g+ &, onde € = '3, com j = 1,2,3. Segue a tabela de
caracteres.

1| g g’
xi|1]¢&]é
x2|1]&%] ¢
s 111

Exercicio 23.1. Se A e B sao matrizes n X n, entao tr AB = tr BA. Em particular,
se B é invertivel, entdo tr BT'AB = tr BB~'A = tr A. Além disso, tr A = Y \;, onde
A; sao autovalores com multiplicidade geométrica.
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Aula 24 - Relacoes de ortogonalidade - parte 1

Definicao 24.1. Seja V' um C-espago vetorial. Uma aplicacao V x V — C, (u,v) —
(u,v) é dita produto interno se satisfaz

u+v,w) = (u, w) + (v, w).

Observagao 24.1. Seja V x V — C, (u,v) — (u,v), um produto interno. Entao
- (u, Aw) = Mu, w).
- (u, v+ w) = (u,v) + (u, w).

- Se dimV' < oo, existe by,...,b, base ortonormal de V, isto é, (b;,b;) = di;.
Além disso, se v € V', entdo v = aqvy + - -+ + vy, onde a; = (v, b;).

Exemplo 24.1. Seja V' = F(X,C) o conjunto de todas as fungdes f : X — C, com
X sendo um conjunto finito qualquer. Note que V' é um C-espaco vetorial isomorfo a
CHXI. Nesse espaco vetorial, podemos definir o seguinte produto interno.

]
(f.g) = X ;{ fx)g(x)

Lema 24.1. Sejam p : G — GL(n,F) e 0 : G — GL(m, F) representacoes irredutiveis
do grupo finito G. Sejam i,7 € {1,...,n}er,s € {1,...,m}.

1. Se p e 0 sdo equivalentes, entdo Y (9p)ij(g ™ 0)rs = 0.

2. Se [ é algebricamente fechado, com charF ¢t |G|, entao deG(gp)ij(g_lp)rs =
G
| |5Z~S5jr.

n

Aula 25 - Relacoes de ortogonalidade - parte 2

Corolario 25.1 (Relagbes de ortogonalidade). Sejam p e o representacoes irredutiveis
de G (grupo finito) que nao sado equivalentes. Sejam x e 1 os caracteres correspon-
dentes. Entao

L > eclox)(g~'y) =0.
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2. Y ealo)(gx) = |G|.
Observacao 25.1. Note que

L Y ealox)(g™) =0 < (x,¥) = 0.

2. Y a9 ) =Gl & (x,x) =1
Observacao 25.2.

1. Sejam p,o : G — GL(V) representagoes de G e x e 1 seus caracteres, respecti-
vamente. Se p é equivalente a o, entao y = . Caso contrario, y # .

2. Seja V um G-moédulo sobre C. Por Maschke, V= V1 & --- &V}, onde V;
sao simples. Sejam ¥, x1,..., X% 0S caracteres correspondentes a V, Vi,..., Vi,
respectivamente. Entao y = x1 + -+ + x%.

3. 5e x1, ..., Xk sao caracteres irredutiveis de GG, grupo finito, e xy é um caractere
(nao necessariamante irredutivel), entdo x = agx1+- - -+ apXk, com «; € NU{0}.
Note que a;; = (x, x;) e também que (x, x) = @+ --+a2 =1 & x éirredutivel.
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Exemplo 25.1. Tabela de A4. Nela £ =e5

1](12)(34) | (123) | (132)
x1|1 1 1 1
Xz | 1 1 £ £
X3 |1 1 § §
X4 |3 —1 0 0
Teorema 25.1. Se G é um grupo finito, p1,..., pr sdo representacoes irredutiveis de

G sobre C (a menos de equivaléncia) e d; é a dimensio de p;, entdo |G| = 2% d2.

Aula 26 - Relacoes de ortogonalidade - parte 3

Definigao 26.1. Sejam W = {f : G — C | (v 'g2)f = (9)f, Vg, 2 € G}, f € W e
0:G— GL(V). Defina oy = > (9f)(g0).

Lema 26.1. Se o ¢ irredutivel co caracter x, entao op = > _(9f)(g0).

Teorema 26.1. Sejam G um grupo finito e W = {f : G — C | (z7lga)f =
(9)f, Yg,x € G}. Entao os caracter irredutiveis de G' formam uma base ortonormal
de W. (Esse enunciado também foi apresentado na aula 24).

Teorema 26.2.

1. dim W = ntimero de classes de conjugagao.
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2. O nimero de classes de equivaléncias de representacoes irredutiveis é igual ao
numero de classes de conjugacao.

3. 5e x1, ..., Xk sao caracteres irredutiveis, entao
{Xi» X;) sz { Uy
geG

(Ver as notas da aula 24).

Corolario 26.1 (Ortogonalidade das colunas). Sejam g, h € G pertencentes a classes
distintas de conjugacao. Assuma que X1, ..., Xk sao caracteres irredutiveis.

LS8 (9x)7% = [Calg)]

2. Zf:l(gXi)h_Xi =0
Exemplo 26.1. Tabela de S;.

Classes | 1 | (12)|(12)(34) | (123) | (1234)

#classe | 1 | 6 3 8 6

#Ca(g) |24 4 8 3 4
X1 1] 1 1 1 1
X2 1] —1 1 1 —1
X3 31 1 —1 0 —1
X4 3| —1 —1 0 1

Exercicio 26.1. Sejam V' um C-espago com produto interno e vy, ..., v; um sistema

ortonormal. Se {v € V| (v,v;) =0, Vi} = {0}, entdo vy,..., v ¢ base de V.

Aula 27 - Apresentagoes (em grupo)
- Apresentagao 1: Supersolvable groups.
- Apresentacao 2: Jordan’s theorem on primitive groups involving a p-groups.

- Apresentacao 3: Fitting subgroup.
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Aula 28 - Inteiro algébrico

Observacao 28.1.

L. Sejam W ={f : G = C| f(¢*) = f(9),Vg,x € G} e C4,...,C, classes de
conjugagao. Entdo, para cada 1 < i < r, defina f; : G — C, fazendo fi(g) =

1, se g € C; ~ | . . o
{ 0, segdC, Entao {fi} forma uma base de W. Assim, dimW = r =

numero de classes de conjugacao.

2. Uma consequéncia do teorema de ortogonalidade ¢ que o nimero de caracteres
irredutiveis ¢é igual a dim W.

3. Duas representacoes p,o : G — V, W sao equivalentes se existe a : V- — W
bijecao tal que (go)a = (gp)a.

Definigao 28.1. - « € C é dito algébrico se existe um polinoémio p(t) € Q[t] tal
que p(a) = 0.

- a € C ¢ dito inteiro algébrico sobre ) se existe um polinomio p(t) € Z[t]
monico tal que p(a) = 0.

Lema 28.1.

1. Se ai,...,a, € C sao inteiros algébricos, entao Z|ay,. .., a,] é finitamente ge-
rado como grupo abeliano.

2. Se R C C ¢ um anel tal que Z C R e R ¢ finitamente gerado como um grupo
abeliano, entao os elementos de R sao inteiros algébricos.

3. Os inteiros algébricos formam um anel em C que contém Z.
4. Se a € QQ, v é inteiro algébrico & a € Z.

Lema 28.2. Se y é um caracter (sobre C) de G (grupo finito) e g € G, entao gy é
um inteiro algébrico.

Observagao 28.2. Seja CG = {}_ a,9 | oy € C}. Se A ¢ dlgebra associativa,
denotamos o centro de A por Z(A) = {a € A | ab = ba,Vb € A}. Pode-se ver que
Z(A) < A é subalgebra. Assuma que C4,...,C, sao as classes de conjugacao de G.
Considere k; = > 0 g, Vi € {1,...,r}. Podese mostrar que {ki,...,k} ¢ uma
base do centro de CG. Além disso, kik; =Y ., mg;ks, onde m;; € igual ao ntmero de
pares (x,y) € C; x Cj tal que xy = 2, com z um elemento fixo de Cs. Em particular,

m;; € Z.

19%lgx |
e
Ix

Proposicao 28.1. Seja x um caracter irredutivel de G e g € G. Entao

inteiro algébrico.
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Exercicio 28.1.

1. Demonstre que se G é abeliano, entao o numero de caracteres irredutiveis sobre

C de G ¢éigual a |G|.
2. « 6 algébrico & Q(a) é um Q-espago de dimensao finita.

3. « é inteiro algébrico < Z[t] (extensdo do anel) é grupo abeliano finitamente
gerado < Z|a] ¢ um Z-moédulo finitamente gerado.

Aula 29 - Teorema de Burnside

Corolario 29.1. Se x é um C-caracter de G irredutivel, entdao 1y divide |G|.

Exemplo 29.1. Seja G = Ds5. Entao |G| = 10 e as possiveis dimensoes de C-
representacoes de G sao 1, 2, 5 e 10. Contudo, 5 e 10 nao podem ocorrer, pois
sabemos que a soma do quadrado das dimensoes tem que resultar em |G| = 10. Pode-
se provar que [G : G'] = 2 é igual ao numero de representagoes de grau 1 e que G tem
4 classes de conjugacao. Entao as dimensoes sao: 1, 1, 2 e 2.

Lema 29.1. Se y é um C-caracter irredutivel de um grupo G e g € G tal que
mdc(1y, |g%]) = 1, entdo gp (onde p é a representacio de x) é Aid ou gy = 0

Lema 29.2 (Burnside). Se G ¢é finito e G possui uma classe de conjugagao C' com
|C| = p* (p primo e o > 1), entdo G nao é simples.

Teorema 29.1 (Burnside). Se G é um grupo finito de ordem p®q”, com p e ¢ primos,
entao G ¢é soluvel.

Aula 30 - Apresentagoes (individuais)- parte 1

- Apresentacao 1: Teorema de Burnside sobre representacoes irredutiveis sobre
corpos algébricamente fechados.

- Apresentacao 2: Consequéncias do teorema de Burnside (da apresentagao ante-
rior).

- Apresentagao 3: Estrutura de F'G.
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Aula 31 - Apresentagoes (individuais) - parte 2

- Apresentacao 1: Somas diretas e produtos tensoriais de representagoes.

- Apresentacao 2: Representacgoes de produtos diretos.

- Apresentacao 3: Caracteres de grupos de permutagao.

Aula 32 - Apresentagoes (individuais) - parte 3
- Apresentacao 1: Representacoes induzidas.
- Apresentacao 2: Representacao monomial.

- Apresentacao 3: Teorema de Huppert.
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